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Ce document traite quelques points sur lesquels
les nouveaux étudiants de sup ont régulierement
des lacunes en début d’année. Vous y trouve-
rez plusieurs rappels de cours et de nombreux
exercices d’applications. Tous portent sur le pro-
gramme du secondaire, mais sont écrits du point
de vue, avec le langage et le niveau de difficulté
que vous trouverez en classes préparatoires. Vous
pourrez utiliser ce vademecum comme support
de révisions durant 1’été, avant I’entrée en sup. Il
pourra aussi accompagner le nouveau taupin en
début d’année.

Ce texte ne se veut pas exhaustif, il ne comporte
pas de preuve, et peu de définitions. Pour tout cela,
il conviendra de consulter le cours de terminale.

Si vous travaillez dessus, votre attention doit
porter sur trois points en particulier :

— votre rédaction doit étre détaillée, et suivre

au plus prés les modeles proposés ;

— les calculs (et leurs vérifications) doivent
étre faits & la main, sans calculatrice ;

— les résultats de calculs doivent toujours étre
simplifiés au maximum (le plus souvent, on
les développe ou on les factorise le plus pos-
sible).

A la fin de ce document se trouvent certaines
indications, ou réponses numériques. Cette partie
est a utiliser avec parcimonie, pour vous débloquer
apres un temps de recherche (chercher activement
un exercice pendant une quinzaine de minutes est
tout a fait normal, vous ne devez pas utiliser d’in-
dication avant au moins ce temps de recherche),
ou pour vérifier les résultats aux questions calcu-
latoires.

Pour les éleves motivés désirant un matériau
plus étoffé, nous conseillons le document « Entre
la terminale et les CPGE scientifiques » édité
par nos collegues du lycée Louis-le-Grand, auquel
nous avons emprunté quelques exercices (nous les
en remercions).

1 Calculs complexes et matriciels.

Cette partie est destinée aux étudiants n’ayant
pas suivi ’enseignement optionnel « Mathéma-
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tiques Expertes ». Les notions présentées ci-
dessous seront introduites en classe, mais une
premiere approche avant I’entrée en sup est vive-
ment recommandée. Nous conseillons tres forte-
ment la reprise du programme de mathématiques
expertes a partir d'un manuel de terminale, avant
I’entrée en sup.

Nous procéderons ici a quelques points de cours
minimaux, afin de donner quelques outils de calcul
qui permettront de faciliter I’entrée en sup.

1.1 Calculs complexes sous forme
algébrique.

En construction.

1.2 Calculs matriciels.

Une matrice est un tableau de nombres. Nous
allons définir des opérations sur ces objets.

Définition 1.2.1.

Une matrice de dimension n X p est un tableau
rectangulaire possédant n lignes et p colonnes,
dans laquelle sont inscrits des nombres, appelés
coefficients.

La notation A = (ai,j)lgién,léjép signiﬁe que
A est une matrice de dimension n X p, dont le
coeflicient situé sur la 7° ligne et la j° colonne est
noté a; ;.

Exemple 1.2.2.

1 -3

A= 1|4 0 | estunematrice de dimension 3 x 2.
5 —1

Omn a alors a2 = —3, az1 = 5.

Définition 1.2.3.
Soit A = (aijhi<isnicjcp €6 B =
(Bij)i<i<ni<j<p deux matrices de méme
dimension n X p, soit A\, u € R.

On définit alors la matrice AA + puB = (Aa;; +

pbi j)1<i<n, 1< <p-



Cela signifie que I'addition de deux matrices et
la multiplication d’'une matrice par un nombre se
font coefficient par coefficient.

Attention, on ne peut réaliser ces opérations
que pour des matrices de méme dimension.

Exemple 1.2.4.

Avec
1 -3 2 1 1 9
A=1|4 0 |,B=|-1 7|,C= 10
5 —1 4 2
On a
3 -2
A+B=13 7|,
9 1
et
-1 -7
3A—-2B=114 -—-14
7T =T

On peut aussi écrire

3 6
- (3 9)

Toutefois, le calcul A+ C n’a aucun sens.

Exercice 1.2.5.

Pour chacune des valeurs suivantes de A, B, A, u,
déterminer si le calcul de AA + B est possible et
réaliser ce calcul lorsque cela l’est.

-1 1 1 2
s () (3 e

-3 -2 1 2 -3 0
Q'A_(él 1 —1>’B_<1 1 —1)’
A=1p=—-1.
3. Méme A et B, mais, A=0, = —1.

-4 -1 7T -1 4
4.A_<2 _3>,B_<3 . 3),A_1,

w=—1.
1 0 1 -2
5 A=12 =5|,B=13 4 |,A=3,u=
1 0 1 -3
—2.
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Définition 1.2.6 (produit,voir figure 1).
Soit A = (aij)icicni<jsp €6 B =
(Bij)i<i<pi<j<qg deux matrices, A étant de
dimension n X p et B de dimension p X q.

On définit alors le produit AB comme la ma-
trice de dimension n x ¢ :

p
AB = (Z ai,kbk,])
k=1

1<i<n,1<5<q

Le produit matriciel est nettement plus compli-
qué que les opérations présentées précédemment.
On remarquera que pour effectuer le produit AB,
A et B ne sont pas nécessairement de méme dimen-
sions, toutefois A doit avoir autant de colonnes
que B n’a de lignes.

On posera systématiquement les calculs comme
cela est présenté dans ’exemple suivant (voir fi-
gure 2).

Exemple 1.2.7.
Avec

2 -1 1
A:(l —2 3>etB: 3 1 0],

3 1 -1 9 3 _1

on peut effectuer le produit AB, parce que A a
autant de colonnes que B n’a de lignes : 3. On
ne peut toutefois pas effectuer le produit BA. On
calcule alors (voir figure 2) :

2 6 -2
AB = (7 -3 4 ) )
On a mis en couleur le calcul du coefficient de la
premiere ligne et de la deuxiéme colonne :

6=1x(-1)+(-2)x14+3x3

Exercice 1.2.8.

A chaque fois, déterminer si le produit AB est pos-
sible, et le calculer le cas échéant. Méme question
pour BA.

1 3 -1 3 —1 2
(3 e )
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B: plignes g colonnes

/é]i,x»@ blq
@ bkq
. \bi?j/ .. bpg
cj C1g
o

-\ G Cig

N
anl Qapk Anp Cn1 Cnk Cnq
A nlignes p colonnes ‘ C=AxB: nlignes g colonnes ‘

FIGURE 1 — Représentation d’un produit matriciel.

| 2 3 _1J 5
r 3 5 A= 23 -4 2 et B=13
1 -2 3|2 6 -2 32 1 4 9
3 1 -1 7 -3 4 3 1 -1 1
- ’ 6. A=[2 -1 3 |etB=[-2
A AB 0 5 2 4
FIGURE 2 — Exemple de calcul d’un produit 7. Méme A, et B = (3 —4 5)'

100
. 13 9.4=[0 2 3 |etB=[0 10
2. Méme 4, et B = .

eme 2 et (—3 1) 4 2 3 00 1



a b c
10. Méme B, et A=|d e f
g h i

Généraliser le dernier calcul.

Exercice 1.2.9.

Pour chacune de ces matrices A, déterminer si
le calcul de A2 est possible, et le calculer le cas
échéant, ainsi que A3.

2 -1
a2 )

4 0 0

2a=(3 %5 saso 20
0 0 1

3 -1 2 010

3. A=12 3 1 6. A=(0 0 1
-1 0 2 000

Exercice 1.2.10.

Au vu des deux derniers exercices, quelles pro-
priétés fondamentales de la multiplication des
nombres ne sont plus vraies pour la multiplica-
tion des matrices ?

2 Rédaction et raisonnement
déductif.

Un raisonnement ou une démonstration mathé-
matique est avant tout un texte... comme tous
les autres. Il doit étre articulé logiquement. On
y trouve cependant souvent des parties «tech-
niquesy, écrites (on pourrait aussi dire «codées»)
en langage mathématiques, comme des équations
par exemple.

Il convient de respecter quelques conventions.

— Deux «phrases mathématiques» doivent étre

coordonnées. Le plus souvent, on utilisera
le mot «doncy, qui signifie une déduction.
En écrivant «A donc B», on dit que B est
vrai, car A est.

— Toutes les variables mathématiques doivent

étre introduites, le plus souvent par le mot
«soit».
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Exemple 2.0.1.
Montrer que si un nombre entier est pair, alors
son carré est pair.

On rédige comme suit.

Soit m un nombre entier pair. Il existe un entier
k tel que

n = 2k.

Ainsi,
n? = 4k* = 2 x 2k*
est bien un nombre pair, car 2k? est un entier.
On aurait aussi pu rédiger comme suit.

Soit n € Z un entier pair. Il existe k € Z tel
que

n = 2k.

Ainsi,
n? = 4k* = 2 x 2k?

est bien un nombre pair, car 2k? € Z.

Exercice 2.0.2.
Montrer que si un nombre entier est impair, alors
son carré est impair.

Exercice 2.0.3.

En utilisant une identité remarquable, montrer
que si deux nombres complexes ont méme carré,
alors ils sont égaux ou opposés.

Remarque 2.0.4.
Dans un travail mathématique, le symbole < a
un sens bien précis. Il convient pour I'instant de
I'utiliser uniquement dans un contextes précis :
placé entre deux équations ou inéquations, il si-
gnifie que ces derniéres ont exactement les mémes
solutions. On passe d’'une équation/inéquation a
une autre équation/inéquation par des manipula-
tions respectant ’ordre, c’est-a-dire en appliquant
de part et d’autre une fonction strictement mo-
notone (voir la partie 6 pour des rappels a ce
sujet).

A la moindre hésitation, on préférera dresser
des tableaux de signes/variations des fonctions
mises en jeu.



3 Récurrence (ou pas).

Bon nombre des problémes qui vous seront po-
sés consisterons a démontrer que, étant donné
une suite de propriétés (Z(n))nen, alors Z(n)
est vraie pour tout n € N.

Une des méthodes permettant d’établir un tel
résultat est la récurrence (simple), que vous avez
étudiée en terminale, mais c’est loin d’étre la seule.
Nous en étudierons d’ailleurs plusieurs autres pen-
dant ’année de MPSI.

Lorsque l'on essaie de résoudre ce genre de
question et que 'on cherche (au brouillon), il est
important de ne pas se lancer directement dans la
rédaction d’une récurrence. En effet, bon nombre
de ces questions ne résolverons pas ainsi !

Dés lors, il est important de prendre quelques
bonnes habitudes de recherche, et de respecter les
étapes suivantes.

— On commence par essayer de démontrer
Z(n), ou du moins de manipuler les ob-
jets en jeu.

— Si l'on arrive a démontrer &?(n) directe-
ment, il n’y a aucune récurrence a mettre
en jeu.

— Si lon observe que &(n) s’obtient naturel-
lement & partir de &(n — 1), on peut se
lancer dans la rédaction d’un raisonnement
par récurrence.

Exemple 3.0.1.
On définit pour tout entier n > 1
1 1 1
Hn—1+§+§+"'+ﬁ.

Montrer que pour tout n > 1

HQn _Hn >

| =

Soit un entier n > 1. On a
1 n 1 n n 1
n+l n+2 on’

Chacun des termes de cette somme est supérieur

H2n _Hn =

1
ou égal a o et cette somme contient exactement
n
n termes, donc
1

Hop — Hp 2nx —,
2n
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donc
HZn_Hn >

DN | =

On a donc bien démontré le résultat obtenu.

Rappel 3.0.2 (Récurrence simple).
Etant donné une suite de propriétés (2(n))nen
et un entier naturel ng, si

— P(ng) est vraie ;

— pour chaque n > ng, si P(n) est vraie, alors

P(n+1) est vraie ;

alors, par I'axiome de récurrence, P(n) est vraie
pour tout entier n > ng.

Remarque 3.0.3.

Lorsque I'on rédige une récurrence simple, il est
important de suivre scrupuleusement les étapes
prescrites dans le rappel 3.0.2, comme cela est
fait dans I’exemple suivant. Mémorisez bien cette
rédaction !

Il est d’ailleurs souvent inutile, voire néfaste, de
donner un nom (comme H,, #(n)) a la propriété
que 'on est en train de démontrer par récurrence.
Mieux vaut souvent écrire explicitement ce que
recouvrent ces propriétés.

Exemple 3.0.4.
On reprend 'exemple 3.0.1.
Montrer que pour tout entier n > 0
n
Hon > 5
On démontre ce résultat par récurrence simple
sur n.
Pour n =0, ona Hy = H =1 2> g, cette
propriété est donc vraie au rang n = 0.

Soit n € N, supposons que Hon > Alors, en

n
, 2
écrivant

Hynv1 = Hoxon = Hoyon — Hon + Hon,

on a par ’exercice précédent et par I’hypothese
de récurrence,

1 n n+1
H n 2 - - = .
2t 25+ 2
On a donc bien la propriété au rang n + 1.

Ainsi, par récurrence simple, pour tout n € N,
n
Hon > 5



Le lecteur intéressé pourra alors traiter 1’exer-
cice 3.0.5, en guise de conclusion a ces deux
exemples.

Exercice 3.0.5.
On reprend 'exemple 3.0.1.

Montrer que H, —— +0o0.
n——+0oo

Dans chacun des exercices suivant, on s’atta-
chera & utiliser le moins possible les raisonnements
par récurrence, et le cas échéant a rédiger scru-
puleusement ces derniers, en suivant le modele
proposé.

Exercice 3.0.6.
Montrer que pour tout n > 1

n(n—i—l).

L4224 fn=——

Exercice 3.0.7.
Montrer que pour tout n > 1

Ix2042x2t 4+ 4nx2v = (n—-1)2" +1.

Exercice 3.0.8.
Montrer que pour tout n > 1

1 1
1+272+.“+ﬁ<2_

1

.

Exercice 3.0.9.

Comme dans ’exemple 3.0.1, on définit pour tout

entier n > 1

1 1
Hy=1+=4-+—.
2 n
On définit ensuite
Up, = Hop — Hy,
_ ! + 1 + +1
T n4+1 n+2 on’

Montrer que pour tout n € N : up41 = Up.

Lorsque la question posée est ouverte, il est
souvent utile de calculer les premiers termes pour
se donner une idée de ’objet que ’on manipule,
ne serait-ce que pour éviter des erreurs grossieres.
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Exercice 3.0.10.
On définit la suite (uy,) par ug € R et pour chaque
entiern € N :

2
Un+1 = Uy,
Déterminer une expression de u,, en fonction de
n, pour chaque n € N.

Exercice 3.0.11.
On définit la suite (u,,) par ug = 2 et pour chaque
neN :

Unp+1 = 2Up — 1.

Déterminer une expression de u,, en fonction de
n, pour chaque n € N.
Méme question dans le cas ou ug = 1.

4 Autour de la trigonométrie.

Ce chapitre est destiné aux éleves ayant suivi
I’enseignement optionnel de « mathématiques ex-
pertes ». Les nombres complexes seront étudiés
en début d’année, et repris intégralement.

4.1 Cosinus et sinus.

A chaque fois que vous travaillerez avec des
objets trigonométriques, votre premier réflexe de-
vra étre de tracer a main levée et au brouillon
un cercle trigonométrique, puis de positionner
rapidement les objets manipulés dessus. Vous re-
trouverez alors immédiatement bon nombre des
propriétés et valeurs détaillées ici.

Les valeurs suivantes doivent étre connues sur
le bout des doigts.

Les formules d’addition sont & connaitre.

Proposition 4.1.1.
Pour tout a,b € R,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

On a de plus

sin?(a) + cos?(a) = 1.



a  cos(a) sin(a)

0 1 0
/6  V3/2  1/2
/4 V2/2  V2/2
/3 1/2  /3)2
/2 0 1

T -1 0

TABLE 1 — Valeurs remarquables des sinus et co-
sinus.

Exercice 4.1.2.

Soit a, b € R. En utilisant les formules précédentes,
et les propriétés usuelles du sinus et du cosinus,
montrer les formules suivantes.

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
cos(2a) = 2cos?(a) — 1

cos(2a) = 1 — 2sin?(a)

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)
Exercice 4.1.3.
Soit z € R. En utilisant les formules précédentes,
et les propriétés usuelles du sinus et du cosinus,

montrer les formules suivantes puis les illustrer
sur le cercle trigonométrique.

cos (ac + 72T) = —sin(z)
cos (;T - m) = sin(x)
sin (x - g) = —cos(x)

cos (z + m) = — cos(x)

sin (x + m) = —sin(z)

En s’aidant des symétries observables sur le
cercle trigonométrique, traduites par les formules
précédentes, vous devez savoir obtenir tous les
angles remarquables du cercle trigonométrique.

Exercice 4.1.4.
Déterminer les valeurs suivantes.
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3 2

1. cos (Z) 3. cos <—;>
5% 21

2. sin (g) 4. sin (f)

Exercice 4.1.5.
En utilisant les formules d’addition, déterminer

0
la valeur d — ).
a valeur ecos<12>

Exercice 4.1.6.
Calculer

14 T n 2 n 3T n 47 n 5r
COS — + €cos — + cos — + cos — + cos —
3 3 3 3 3’
sans utiliser les valeurs de ces cosinus.
Exercice 4.1.7.

Déterminer le cosinus et le sinus de chacun des
réels suivants.

213w 12857
].. - . = —
a 1 3. ¢ 5
21327 687w
3 6

Exercice 4.1.8. -
Calculer sin a sachant que —3 < a <0 et que

V246

cosa = 1
Exercice 4.1.9.
Simplifier

sin <a: + ;T) + cos(5m — x) + sin®(7 + )
) o E
+ sin (x 2> .
Exercice 4.1.10.

. . 27 4
Simplifier cosz + cos | x + el +cos | x + 5 )

Exercice 4.1.11.

Tracer la courbe de la fonction f définie sur R
sinz + | sin x|

par f:x+— —

Exercice 4.1.12.

Résoudre dans R I’équation

2cos’x — Hcosz + 2 = 0.



Exercice 4.1.13.
Soit  un réel. Développer cos(4x) en I'exprimant
comme un polyndme en cos(x).

Exercice 4.1.14.
Résoudre sur [0,27], puis sur R, l'inéquation
cos(z) > sin(x).

Exercice 4.1.15.

Pour un entier n > 1, on pose

un:\/2+\/2+\/2+---+ﬁ,

ou l'on a écrit n symboles /-
Montrer que pour tout n > 1 :

™
Up = 2 cos <2n+1>

4.2 Calculs sur les complexes.

Il convient de s’entrainer suffisamment pour
pouvoir calculer efficacement sur des nombres
complexes simples.

Exercice 4.2.1.
Mettre sous forme algébrique les nombres com-
plexes suivants.

1. (3+i)(4—5i)+7—2i

, ~HF3i 3+i
1+4i  1—i

, 3+i  3-5i
14+4ivV2  2—i

4. (1443 + (1 —4)3

Exercice 4.2.2.
Mettre sous forme trigonométrique les nombres
complexes suivants.

1. V7 —iV7

2. 54 5iv/3.
NEE
St

Exercice 4.2.3.
Déterminer les nombres complexes z vérifiant
2?2 = i sous forme algébrique, puis sous forme

trigonométrique.

10
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5 Factorisation.
5.1 Conjugaison de radicaux.

Proposition 5.1.1.
Sia>0etb>0,

(Va-vVB(Va+vh) _ a-b

Vo=b= Ja+ b C Va+b

Exercice 5.1.2.
Rendre entiers les dénominateurs des fractions
suivantes.

1
HAT
2 B .
V2+ V242
6
V. I3

Exercice 5.1.3.
Simplifier les nombres suivants.

L A=/(V3-32+/(V3+3)

1 1
e ==t

Exercice 5.1.4.
Soit a et b deux réels non nuls et de méme signe.

Calculer la valeur de ’expression a + z + 2\/§
x

b
pour = = v ab.
Exercice 5.1.5.

%pour:n—(f \/>>

Exercice 5.1.6.
Déterminer le tableau de signes de ’expression

Vr—1—+2x—3

Calculer

5.2 Expressions polynomiales.

Les identités remarquables sont & repérer a
chaque fois qu’elles apparaissent, et fournissent
des factorisations souvent précieuses.



Exercice 5.2.1.
Factoriser ou simplifier les expressions suivantes.

1. 22 -8 2. 24 -9

Exercice 5.2.2.
Développer le plus simplement possible 'expres-
sion suivante.

[+ 2+ V2 + 1+ V2]
x [2? + (2= V2 +1- V2]

Exercice 5.2.3.
Développer le plus simplement possible ’expres-
sion suivante.

(22 = 1)(@® + V2 + 1)(2® + 1) (22 —2v2+ 1)

Exercice 5.2.4.
Montrer que si z est un nombre rationnel, alors

(2—V2—3)(2—V2+V3) (z+V2—V3) (z+V2+V3)

est aussi un nombre rationnel

Exercice 5.2.5 (Inégalité arithmético-géomé-
trique).

1. Montrer que pour tout z,y € R4, on a
1
NATTES 5(%‘ + y). Quand y a-t-il égalité ?
2. Montrer que si un rectangle a pour périmetre

p, alors son aire est majorée par ]19—6 Quand

y a-t-il égalité 7
Proposition 5.2.6.
Lorsqu’une fonction polynomiale de degré n
P:x—ay+aix+---+apa"
a une racine a € C, c’est-a-dire que P(a) = 0,

alors il existe une fonction polynomiale ) de degré
n — 1 telle quelque, pour tout nombre x,

P(z) = (¢ — 0)Q(a).

11
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Il arrive souvent de devoir factoriser des fonc-
tions polynomiales, on commencera systématique-
ment par rechercher des racines évidentes (souvent
parmis 0, 1, —1, 4, —i, 2, —2). L’utilisation du
discriminant est longue et n’est disponible que
pour les équations de degré 2, on 1’évitera donc
autant que possible.

Pour les trindmes du second degré, on utilise
trés souvent le développement suivant.

Proposition 5.2.7.
Pour tout nombres «, 3, z,

(z—a)(z—B) =2° — (a+ Bz + af.

1. Sil'on connait o + 8 et a3, on connait donc
un trindéme du second degré dont a et 8 sont
exactement les racines.

2. Sil’on connait une racine d’un trindme du se-
cond degré, on obtient immédiatement 'autre
racine sans calcul.

Exemple 5.2.8.
Factoriser ’expression polynomiale

P(x) = 2® — 102° + 23z — 14.

On remarque que 1 est racine évidente (P(1) =
1—10+ 23 — 14 = 0), il existe donc des nombres
ag, a1, as tels que, pour tout nombre z,

P(z) = (z — 1)(agz® + a1z + ap).

En considérant le terme de plus haut degré de P
et le terme constant, on obtient immédiatement
as = 1 et ag = 14. En considérant le terme de
degré 2 de P, on obtient (en développant par
exemple) : —as + a; = —10, donc a1 = —9.

On vérifie en développant pour obtenir le terme
de degré 1 de P : —aj1 4+ ag = 23, ce qui est exact.

On a donc, pour tout nombre x,

P(x) = (x — 1)(z* — 9z + 14).

On remarque que 2 est racine évidente du trinéme
x? — 92 + 14, que l'on factorise donc immédiate-
ment en (z — 2)(x — 7).



Exercice 5.2.9.
Factoriser les expressions suivantes sans jamais
écrire de discriminant.

1. 2% + 223 — 1322 + 102
2. 22 -3+ -3
3. 23 — 5x? — 222 — 16
4. 23— 22 —Tx 47
5. 2% —4

Exercice 5.2.10.

Résoudre sur R les équations suivantes sans jamais
écrire de discriminant.

1. 322 =T =0
2. 522 411=0
3. 522 —-7=0

4. (x—2)2=2
5. 22 —-2x4+3=0
Exercice 5.2.11.

Résoudre dans R, en discutant suivant le para-
metre m € R, I’équation

522 + 22 +m —3=0.

Exercice 5.2.12.
Résoudre dans R, en discutant suivant le para-
metre m € R, I’équation

(m—3)z? —2mzr+m+1=0.

Exercice 5.2.13.
Soit a € R. Combien existe-t-il de réels x vérifiant

3 3

> —x=a"—a ?

5.3 Tableaux de signes.

Savoir dresser efficacement un tableau de signes
est un savoir-faire important.

Remarque 5.3.1.
Dans un tableau de signes, on étudie le signe
strict.

Le tableau de signes de base est celui d’une
fonction strictement monotone (voir partie 6),
avec un point d’annulation.

12

- VADEMECUM POUR LE FUTUR TAUPIN

Proposition 5.3.2.
Soit I un intervalle de R, soit f : I — R et soit
a € I vérifiant f(a) = 0.

1. Si f est strictement croissante, le tableau de
variations de f sur [ s’écrit comme suit.

X (0

f(x) = 0 aF

2. Si f est strictement décroissante, le tableau
de variations de f sur I s’écrit comme suit.

T (07

f(x) 4 0 =

Un cas particulier a connaitre sur le bout des
doigts est celui des fonctions affines.

Corollaire 5.3.3.
Soit a, b deux réels, avec a # 0. Soit f : x +— ax+b.

1. Si a > 0, la tableau de signes de f est

b
a —00 S —00
a
f(z) = 0 -
2. Sia <0, la tableau de signes de f est
b
T —00 —= —00
a
f(x) I 0 =

Enfin, on compose les tableaux de signes par la
regle des signes.

La méthode universelle pour étudier le signe
d’une expression est donc la suivante :

1. on détermine ’ensemble de définition de ’ex-
pression, s’il n’est pas donné ;

2. on commence par factoriser le plus possible
I’expression ;



3. on réalise une étude de fonction pour chaque
facteur dont le tableau de signes n’est pas
donné par les régles précédentes.

Il convient de suivre systématiquement ce pro-
gramime

Exemple 5.3.4.

Dresser le tableau de signes de
fro— —e¥(z—1)+e®(z—1)—e™2 4%

La fonction f est définie sur R.
Soit x € R, on a

fz)=—e®(xz—1)+exe%(x—1)—e?(e” —1)
=e%(z—1)(e®—1) —e?(e® —1)

=(e” — 1)((:5 —1)e® — e2>.
On définit sur R

gz (x—1)e®—e?

La fonction g est dérivable sur R et, si z € R, on
a

Jdx)=1xe" 4+ (x—1)e”
=ze”.
Comme ze® — 0, et comme
T—r—00

9() = (@ — 1)e" e — 2,

on a g(z) —— —e?. On a aussi g(r) ——
T——00 r——+00
+00.

On peut donc dresser le tableau de variations
de g.

T —00 0 +oo
q' () - 0 +
—e? 400
—e2 _ -1

13
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Ainsi, g est strictement négative sur R_.
De plus, g et strictement croissante sur R;.
Comme ¢(0) < 0 et g(x) —— +o0, par le théo-
r—+00

reme de la bijection, g s’annule une fois exacte-
ment sur Ry, et on a la solution évidente g(2) = 0.
La fonction z +— e® — 1 est strictement crois-
sante sur R et s’annule en 0.
On peut donc dresser le tableau de signes de f.

T —00 0 2 400
g(x) - - 0 +
e — 1 -0 + +
f(x) + 0 - 0 +

Exercice 5.3.5.
Dresser le tableau de signes des expressions sui-
vantes.

1. 23— 22 —5x+5
2. 2 — 623 — 622 — 62— 7
3. In(x)? —In(z) — 6

5.4 Logarithme et exponentielle.

Proposition 5.4.1. 1. Pour tout a et b dans R,

a+b a

e —e%xelete =

ea
2. Pour tout a et b dans R, e =e® < a =b.
3. Pour tout a et b dans ]0;+oo[, In(ab) =
1
In(a) + In(b) et In () = —In(a).
a

4. Pour tout a et b dans ]0;+oc[, In(a) =
In(b) & a=hb.

Remarque 5.4.2.

La fonction logarithme n’est définie que sur R*} =
10, +00[. A chaque fois que I’on étudie une équa-
tion ou inéquation faisant intervenir le logarithme,
il convient d’étudier en amont le domaine de va-
lidité de cette équation, en étudiant le signe de
chaque argument de chaque logarithme.



Exercice 5.4.3.
Résoudre dans R I’équation

In[(z —4)(3z — 5)] = In(10).

Exercice 5.4.4.
Résoudre dans R I’équation

In(z —4) + In(3z — 5) = In(10).

Exercice 5.4.5.
Résoudre dans R 1’équation

In(z + 1) + In(z + 5) = In(96).

Exercice 5.4.6.
Résoudre dans R? le systéme

x4+ y? =29
Inzx+2lny =2In(10)

Exercice 5.4.7.
Résoudre dans R I’équation

el _ \e22+2 _ 263 — (.

Exercice 5.4.8.
Résoudre dans R I’équation

e +10e 2 =4+ Te 7.

Exercice 5.4.9.
Résoudre dans R I'inéquation

e _ T2 _ o277 4 1 <.

6 Autour de la monotonie.

6.1 Définition et utilisation naive.

Définition 6.1.1 (Sens de variations).
Soit A une partie de R et f: A — R.

1. La fonction f est croissante sur A si, pour

tout x,y dans A :

siz <y, alors f(z) < f(y).

2. La fonction f est strictement croissante sur

A si, pour tout x,y dans A :

14
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3.

si x <y, alors f(z) < f(y).

La fonction f est décroissante sur A si, pour
tout x,y dans A :

si x <y, alors f(x) > f(y).

4. La fonction f est strictement décroissante

sur A si, pour tout z,y dans A :

si x <y, alors f(x) > f(y).

Une fonction est monotone si elle est croissante
ou décroissante.

Exemple 6.1.2. — La fonction racine carrée

(1/*) est strictement croissante, donc crois-
sante.

— La fonction partie entiere (|-]) est crois-

sante, mais pas strictement.

— La fonction carré (z ~ 22) n’est pas mo-

notone : elle n’est ni croissante, ni décrois-
sante. Elle est cependant croissante stricte-
ment sur R et décroissante strictement sur

R_.

o 1,
— La fonction inverse (z — —) n’est pas mo-
T

notone : elle n’est ni croissante, ni décrois-
sante. Elle est cependant décroissante stric-
tement sur RY ainsi que sur R* .

Exercice 6.1.3.

Déterminer les ensembles de définition puis les
sens de variations des fonctions suivantes (ou dire
si elles ne sont pas monotones).

1.

D.
6.

2
3.
4

< =X € T

1
1423

x4+ ad
—22345

fix—

ST e
:x+—>(\/x+2+1)2
X

s

1+4e®
cx— In |z

Remarque 6.1.4.

En appliquant une fonction strictement monotone
sur une inéquation, on obtient une inéquation
équivalente (en renversant les inégalités si la fonc-
tion est strictement décroissante).



Proposition 6.1.5.

Si a, b sont deux réels, x — ax + b est strictement
croissante si a > 0 et strictement décroissante si
a < 0.

Remarque 6.1.6.

C’est équivalent aux regles de manipulations d’in-
égalités : on peut multiplier une inégalité par
un nombre strictement positif sans en changer de
sens, etc.

Remarque 6.1.7.

Pour mettre au carré ou passer a l'inverse d’une
inéquation, il convient donc au préalable de com-
parer les membres de 'inéquation a 0.

Exercice 6.1.8.
Résoudre les inéquations suivantes.

20 -1 4-3z 33—z
1. < —
4 b} 10
2 _
9 T 4a;+3<1_x
3—2x
1 2 3
3. +

<
r—1 x—-2 " z-3
Exercice 6.1.9.
Résoudre la double inéquation
2 —3x

< < 1.
T4+ 3

Exercice 6.1.10.
Résoudre suivant le parametre m € R\ {1} l'in-
équation d’inconnue x

r—m

>2— .
m—1 v

On a souvent besoin de comparer des radicaux
(racines carrées). Cela se fait systématiquement en
passant les objets au carré, apres avoir comparé
leurs signes.

Exemple 6.1.11.

Comparer 1+ V2 et /3.
Ces deux nombres sont positifs. On a

(1+V2)?2=1+2v2+2
=3+2V2
> V3
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Par croissance stricte de la fonction carré sur R,

1+v2> V3.

Remarque 6.1.12.
On retiendra les encadrements suivants :

2<e <3 et 3I<m<4

Exercice 6.1.13.
Comparer les paires de nombres suivants.

1. 3+\ﬁet\/@
542

2. et V5
143 V5

2+ V1l et VE+ VT

celet —

V3

A~ W

7T2

— et
6e

N | o

6.2 Lien avec le signe de la dérivée.

Proposition 6.2.1.
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction
dérivable.

1. Si f’ est positive, f est croissante.
2. Si f' est négative, f est décroissante.

3. Si f’ est strictement positive, f est stricte-
ment croissante.

4. Si f’ est strictement négative, f est stricte-
ment décroissante.

Remarque 6.2.2.
L’hypothese primordiale est que I est un intervalle.
Par exemple, la fonction inverse écrite ci-apres est
dérivable, de dérivée strictement négative mais
n’est pas décroissante.
R* — R*
1
r = =
x
Exercice 6.2.3.

Soit A € RY, déterminer le minimume sur R% de
2

la fonction fy : x )\% —In(z).



6.3 Formules de dérivation.

On tachera de bien séparer les deux écritures
suivantes.
— La dérivée d’une fonction f est notée f’,
c’est une fonction.
— On dérive une expression par rapport a une

variable  en mettant devant le symbole e
x

On obtient ainsi une expression.

Exemple 6.3.1.
On peut écrire d—(:ﬁQ) = 22 mais pas (22)’.
x

Avec f : x — 2, on peut considérer la fonction

f’. On a bien, pour tout réel x, f'(x) = 2.

Exercice 6.3.2.

Dériver les expressions suivantes (les autres va-
riables que la variable de dérivation sont supposées
étre fixées).

1. 3a?b + 5b par rapport a b.

2. sin?(ab) + acos(b) par rapport a a.

3. exp(2zy) + In(x + y) par rapport a y.
4. 5t? exp(t + ) — 2tz par rapport a t.

Proposition 6.3.3 (Dérivées usuelles.).
Les dérivées des fonctions suivantes sont & savoir
sur le bout des doigts.

1. Sin € N, x — z" est dérivable sur R et
d

—u
dx
2. Sin est un entier inférieur ou égal a —2, x —

n=ng" L,

d
2™ est dérivable sur R* et d—x" = na™ 1
T

3. La fonction exponentielle est dérivable sur R
est exp’ = exp.

4. La fonction logarithme (népérien) est déri-

. 1
vable sur R et P In(z) = =

5. La fonction valeur absolue est dérivable sur

R* et
£|x| _ 1 si x>0
dz""' )] =1 si

z <0
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6. La fonction sinus est dérivable sur R et sin’ =
COS.

7. La fonction cosinus est dérivable sur R est
cos’ = —sin.

Proposition 6.3.4 (Regles de dérivation.).
Soit I une partie de R, f et g deux fonctions
dérivables sur I.

1. Soit A et u deux réels. La fonction \f + ug
est dérivable et

(Mf +19)" = Af' + g’
2. La fonction fg est dérivable et

(f9) = flg+ fd'.

1
3. Si g ne s’annule pas, — est dérivable et
g

1 !/ gl
(a) =
4. Sin € N, la fonction z — f(z)" est dérivable
et, pour tout x € I,

d

= (f@)") = £'() x nf )"

5. La fonction x — exp(f(x)) est dérivable et,
pour tout x € I,

< (exp(f(@))) = /(2) x exp(f())

6. La fonction = — sin(f(x)) est dérivable et,
pour tout x € I,

d

—(sn(/(@))) = /(@) x cos(f(z).

7. La fonction x — cos(f(x)) est dérivable et,
pour tout x € I,



8. Si f est strictement positive, la fonction x +—
V/ f(x) est dérivable et, pour tout z € I,

= (79) =5750

9. Si f est strictement positive, la fonction x —
In(f(z)) est dérivable et, pour tout x € I,

d _ (=)

Exercice 6.3.5.
A partir des regles précédentes, retrouver la regle

permettant de dériver le quotient .
g

Exemple 6.3.6.
On veut dériver par rapport a la variable = I'ex-

pression
rle®

14 1n?(z)

On peut commencer par remarquer que cette ex-
pression est définie pour tout = pour lequel In(z)
est défini, donc sur R* =]0, +o0].

Si x > 0, on commence par calculer les dérivées
du numérateur et du dénominateur :

d
d—(w:gex) =3z%” +2%e® = (322 + 2%)e”
i

et

ln(a:).

%(1 +1In%(z)) = 21n'(2) In(z) = 2

On peut ensuite dériver cette expression comme
le produit

17
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c’est-a-dire

i x3e®
dz \ 1+ In%(z)

_ (3z? +aP)e” B 2ln(ar;) 3e®
14 In%(2) z (1 +1n?(z))?
2322 + 23) (1 + In®(2))e® — 21In(z)z3e®
B z(1 + In%(2))2
(3+2)(1 +In*(z)) — 2In(z) )a2e®
- (1+ In*(z))? '
Exercice 6.3.7.
Dresser le tableau des variations de =
rle®
1+ 1n?(x)’
Exercice 6.3.8.
Dériver les expressions suivantes par rapport a la

variable x.
sin®(z) In(z)

1.
1+ 2e”
2. exp (3sin(z) + /)
3+ 2z
3. 4/1
+ 1+e®

4. In (cos(e®))

Proposition 6.3.9.

Les limites suivantes sont obtenues en les consi-
dérant comme taux d’accroissement de fonctions
usuelles.

3 In(1 + z)

Exercice 6.3.10.
Déterminer I'existence et la valeur de chacune des
limites suivantes lorsque x tend vers 0.
In(1+ 2z)
3z

e —1

NZ
sin®(z + /)

3., —M—————
x\/T

1.

2.




6.4 Inégalités classiques.

Pour établire une inégalité, on pensera toujours
a considérer la différence des deux membres et
mener ’étude de cette fonction. Le plus souvent,
cela passe par l’établissement d’un tableau de
variations.

Exercice 6.4.1.
Montrer que pour tout x > —1,

In(1+2) <.

Quand y a-t-il égalité ? Représenter graphique-
ment cette inéquation en faisant apparaitre une
tangente a la courbe de z — In(1 + z).

Exercice 6.4.2.
Montrer que pour tout réel x,

e >1+uz.

Quand y a-t-il égalité 7 Représenter graphique-
ment cette inéquation en faisant apparaitre une
tangente a la courbe de z — e”.

Exercice 6.4.3.
Déterminer le domaine de validité de I'inéquation

suivante :

(L’2

T>1 —.
e +:1:+2

Exercice 6.4.4.
Généraliser les deux exercices précédents.
7 L’analyse, c’est I’encadrement.

7.1 Valeur absolue.

Définition 7.1.1.
Si z est un réel, on définit la valeur absolue de x

par
]a;| _ T si x>0
] —x si x<0
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Proposition 7.1.2.

Pour tout réel z, on a |z| = V2.
Pour tout réel z et tout réel a, on a I’équivalence

suivante :

|z| <a e —a <z <a.

Exercice 7.1.3.

Montrer les deux propriétés précédentes en par-
tant de la définition de valeur absolue donnée
ici.

Exemple 7.1.4.
On résout sur R I’équation

|z| — |z — 1] =5 — 2. (&)

Siz < 0,alors x —1 < 0 et donc |z| = —z et
|r — 1] = —(x —1) = 1 — z. L’équation (&) s’écrit
donc —1 = 5—2x, qui a pour solution x = 3, mais
3 ¢] — 00,0l

Si0<x<1l,alors z—1 < 0, donc |z| = =
et |z — 1] = 1 — z. L’équation (&) s’écrit donc
2¢ — 1 =5 — 2z, qui a pour solution z = 1, mais
1¢10,1].

Siz > 1,alors z —1 > 0, donc |z] = =z et
|z — 1| = z — 1. L’équation (&) s’écrit donc 1 =
5 — 2z, qui a pour solution z =2, et 2 > 1.

On vérifie que 2 est bien solution de (&).

L’équation (&) a donc une seule solution : 2.

Exercice 7.1.5.
Simplifier expression |z + 1| — | — 1| suivant
différents intervalles.

Exercice 7.1.6.
Résoudre dans R 1’équation :

42 + |5z| = 0.

Exercice 7.1.7.
Résoudre dans R I'équation :

x? — 3z — 15 = |4z — 5|.
Exercice 7.1.8.
Résoudre dans R I'inéquation :
z - 5‘ <2
4 2




Exercice 7.1.9.
Résoudre dans R I'inéquation :

|z —2| > 7.

Exercice 7.1.10.
Tracer la courbe de la fonction f définie sur R
par

frx——1+|z+1|—-2z|+ |z —1].

Exercice 7.1.11.
Tracer la courbe de la fonction f définie sur R
par

[z |z —1] = 2|z —2|.

7.2 Limites

On énonce ici les résultats pour les limites de
suites. Ceux pour les fonctions sont semblables.

Proposition 7.2.1 (Arguments d’encadrement).
Soit (up), (vp) et (wy,) trois suites réelles.

1. Si up, —— +o0 et, pour tout entier n,
n—-+oo

Uy < Uy, alors v, —— 400.
n—-+o0o

2. Si v, —— —oo et, pour tout entier n,
n—-+o0o

Uy < Up, alors u,, —— —oo.
n—-+oo

3. S’il existe un réel ¢ tel que u, — ¢ et
n—-+o0o

w, —— £ et, pour tout n € N, u, < v, <
n——+oo

Wy, alors w, —— /.
n—4o00

Proposition 7.2.2 (Limite monotone).
Soit (uy,) une suite réelle croissante.

1. Si (uy) est majorée, alors (uy) converge (vers
un réel).

2. Si (uy) n’est pas majorée, alors u,, ——
n—-+00
+00.

Proposition 7.2.3.
Soit g € R et (uy,) une suite géométrique de raison
q et de premier terme non nul.
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1. Si|¢| < 1, alors u,, —— 0.
n—-+00

2. Si g < —1, alors (uy,) diverge sans limite.

3. Si g > 1, alors, en fonction du signe de wuy,

Up —— +00 ou U, ———— — 0.
n——+oo n—-+00

4. Siqg=1, (u,) est constante.

Proposition 7.2.4.

Pour étudier la limite d’un quotient de fonctions
polynomiales, il suffit de factoriser le numérateur
et le dénominateur par le terme de plus haut degré
(on dit aussi : dominant).

Exercice 7.2.5.
Déterminer les limites des expressions suivantes
lorsque z tend vers +o0.
3 — 52?2 +1
—313 +2
5zt + 3z 41
© 827 + 322 — 4
1
52 + 34 —
3 2z
‘ . 2
8$3 + 31: — -3
x
Proposition 7.2.6 (Limites usuelles).
On donne les limites suivantes.
In(x)
— ——0

xr T——+00
x

€
2. — —— 400
€r x—+oo

1.

3. xln(z) — 0
z—0

Corollaire 7.2.7 (Croissances comparées).
Soit m,n € N*, on a les limites suivantes.

l m
P (z) — 0
gp z—+00
emx
2. 400

" z—+oo

3. z"In"(x) — 0
z—0



Exercice 7.2.8.
Démontrer le corollaire 7.2.7 a ’aide de la propo-
sition 7.2.6.

Exercice 7.2.9.
Déterminer les limites des expressions suivantes
lorsque x tend vers 4o0.
5x2 — 2+ In?(z)
322 + In(x)

e3 +e? — 1z
Sxt+x+1
e?+r+e”"

3z +2e %
e + 3z + In*(2)

(c*)2 — In(2)

4.

8 Fractions.

Il convient de s’entrainer régulierement au cal-
cul fractionnel (a la main). L’idée est toujours
de multiplier le numérateur et le dénominateur
d’une fraction par un méme nombre pour obtenir
une fraction simplifiée.

Exemple 8.0.1.
Avec a, b, ¢, d des réels non nuls tels que les frac-
tions suivantes sont bien définies :

1 ><ab_ ab
T 1T 1% bta
a+b a+b
et
1 1 1 1
o _aty  abed _bed+tacd
1,171 1" abed  abd+ abe
c d c d

Exercice 8.0.2.
Ecrire sous forme fractionnaire les nombres sui-
vants.

11
[P

2 3

7 17 4
2. -4

5 12 15

3. A vous de multiplier ce type d’exercice.
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Exercice 8.0.3.
Soit a, b et ¢ trois réels non nuls. Simplifier

b b
A= %(a2 + 02— ) + %(b2 +c —a?)
c+a
+ (2 +a® —b?).
ca
Exercice 8.0.4.
Résoudre 1’équation
2043 2r+5 627 + 9z — 9

w+1 22+7 2z +1)(2z+7)

Exercice 8.0.5.
Pour quelles valeurs du réel x I’'expression suivante
est-elle définie ?

—32% + 1022 — 11z + 4
(54+x)(4—3z)+ 3z —4)(z — 4)

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.6.
Pour quelles valeurs du réel x 'expression suivante
est-elle définie ?

1 1 n 2z
r—1 x4+1 1—2zx2

Ecrire alors cette somme en une seule fraction
simplifiée.

Exercice 8.0.7.
Pour quelles valeurs du réel = I’expression suivante
est-elle définie ?

2 —1
(x+1)?

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.8.
Pour quelles valeurs du réel x I'expression suivante
est-elle définie 7

z+1 r—1

x2—1 2241
r+1 r—1

:c2+1+a:2—1

Simplifier alors cette fraction.




Exercice 8.0.9.
Pour quelles valeurs du réel x I'expression suivante
est-elle définie 7

(22 +3)* — (z +2)°
222 + 2z +10(z + 1)

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.10.
Pour quelles valeurs du réel x I’'expression suivante
est-elle définie 7

8|~

1
T
1—— 1+4-

x x

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.11.
Soit a et b des réels strictement positifs.

Pour quelles valeurs du réel x I’expression sui-
vante est-elle définie ?

b—=x

ar ab xb

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.12.
Soit a et b des réels strictement positifs.

Pour quelles valeurs du réel x ’expression sui-
vante est-elle définie 7

1 1 T
(a—l-b—ab)(x—i—a—i—b)

I

a2 b2 ab  a?bh?

Simplifier alors cette fraction.

Exercice 8.0.13.
Pour quelles valeurs du réel x I’expression suivante
est-elle définie 7

3 — 2z
4xr + 6

2+ 3 12z n
22z —3) 9 — 4a?
Calculer alors cette somme.
Exercice 8.0.14.

Pour quelles valeurs du réel x I’'expression suivante
est-elle définie ?
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423 + 4x
1—24

222 + 2z 2c + 2
r24+2x+1 22-1

Calculer alors cette somme.

9 Quelques derniers rappels

La formule de sommation géométrique, vue en
premiere, est un des outils les plus utiles en CPGE.
Il convient de la mémoriser parfaitement.

Théoréme 9.0.1.
Soit ¢ € R et n € N. Si ¢ # 1, alors

qn+1*1
1 L —
+q+-+g 1

_ 1_qn+l

1—gq

Exercice 9.0.2.
Pour deux entiers naturels p < n, et un réel g # 1,
déterminer une formule pour

qp_,_qp+1+..._|_q".

10 Indications

Indication (1.2.8).
Bien aligner les matrices, comme dans la figure 2.

Indication (1.2.9).
Présenter le calcul comme suit (en remplacant A,
A? et A3 par les matrices correspondantes).

A A
A A2 A3

Indication (1.2.10).
Considérer par exemple le calcul n°3 de 'exer-
cice 1.2.8.

Indication (3.0.5).

Minorer H,. On pourra utiliser le plus grand
entier k vérifiant 2 < n, et 'exprimer avec la
fonction « partie entiere ».



Indication (3.0.6).
On peut effectuer une récurrence. Pour traiter
ceci sans récurrence, on peut écrire la somme
S =1+
= n+

24 -
n—1)+---+

(n—1)+n
9+1,

et observer une simplification dans le calcul de
25=5+S65.

Indication (3.0.7).
On peut effectuer une récurrence. Pour traiter ceci
sans récurrence, considérer la fonction g, définie

sur R\ {1} par

" qn+1_1
(@) =1+q+---+q Zq_il

Indication (3.0.8).
Procéder par récurrence.

Indication (3.0.9).

Simplifier 'expression de u,4+1—uy : il ne doit res-
ter que trois, voire deux termes, puis déterminer
le signe de cette expression.

Indication (3.0.10).
Calculer uq,...,us en fonction de ug.

Indication (3.0.11).
Calculer uy,...,ur, observer une proximité avec
les valeurs de 2!, ...,27.

Indication (4.1.5).
s

Exprimer % en fonction de % et de 3

Indication (4.1.6).
Utiliser toutes les formules sur le cosinus, dont
celles obtenues a ’exercice 4.1.3.

Indication (4.1.7).
Utiliser toutes les formules sur le cosinus, dont

celles obtenues a l'exercice 4.1.3, pour revenir a
un angle dans [0, 721 Effectuer (& la main) des

divisions euclidiennes.
Indication (4.1.8).

Calculer sin(«a) et déterminer le signe de sin(a).
Observer une identité remarquable.

Indication (4.1.11).
Observer la continuité et la 27-périodicité de f.
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Indication (4.1.12).

Déterminer les solutions « et 3 de I’équation 2y% —
5y + 2 = 0 puis résoudre les équations cos(z) = «
et cos(x) = .

Indication (4.1.13).
Utiliser les formules de duplication de I'angle.

Indication (4.1.15).
Exprimer u2 . en fonction de u? et procéder par
récurrence.

Indication (5.2.4).
Remarquer des identités remarquables.

Indication (9.0.2).
Factoriser le premier terme et se ramener a la
formule rappelée au dessus.

11 Réponses
. -3 -3
Réponse (1.2.5). 1. MA+ uB = ( 3 2>
-5 1 1
2. MA+uB = < 30 0)

-2 3 0
3. )\A+/AB—<_1 1 1)

4. Calcul impossible : A et B ne sont pas de
méme dimension

1 4
5. MA+uB= [0 —23
1 6

Réponse (1.2.8). 1. Les deux calculs de AB et
B A sont impossibles : les dimensions ne sont
pas compatibles.

2. Le calcul de AB est impossible : les dimen-
sions ne sont pas compatibles.

7012 2
s (122
0 0 0 1
van= (0 0)a (3 )
-1 10 6
4. AB:<_56 150>,BA: 70 -2
2 1 0



5. Le calcul de AB est impossible : les dimen-
sions ne sont pas compatibles.

16 19 —18 18

18 17 -8 22

13 12 -5 16
-3
6. AB=| 16
-2
Le calcul de BA est impossible
sions ne sont pas compatibles.

BA =

: les dimen-

7. Le calcul de AB est impossible : les dimen-

sions ne sont pas compatibles.
BA=(1 32 -5).
8. Les deux calculs de AB et BA sont impos-

sibles : les dimensions ne sont pas compa-
tibles.

9. AB=BA=A.

10. Idem

On considere la matrice I,, = (0; j)1<i<n,1<j<n
de dimension n X n n’ayant que des 1 sur sa
diagonale et des 0 sinon :

1 0 0
5= |°

S

0 0 1

Sil<i,j<n,alorsd;; vaut 1 si i = j (sur la
diagonale), et 0 sinon.

On montre que si A = (a; j)1<i<n,1<j<n €st de
dimension n x n, alors Al, = I[,A = A.

Réponse (1.2.9). 1. A2 = (1 _3>, A3 =

9 -2
-7 -4
12 —11)°

2. Calcul impossible
pas compatibles.

: les dimensions ne sont

5 —6 9
3. A? = 11 7 9|, A3 =
-5 1 2
-6 —23 22
38 10 47
-15 8 -5
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0 64 0 O
4 0 -8 0
0 0 1

0

0

0

—_

6

0
1

0
0
0
6. A2=10
0

o O O
o o o O

1
0l, 4% =
0

o O O

Réponse (1.2.10).

Le produit matriciel n’est pas commutatif : de
maniere générale, AB # BA. Dans de nombreuses
situations, I'un des produits peut exister, mais
pas lautre.

Il n’y a pas de propriété de produit nul : on
peut avoir AB = 0 avec A # 0 et B # 0, en notant
0 la matrice nulle (dont tous les coefficients sont
nuls).

Réponse (3.0.6).

1
1424 +n= L"; )
Réponse (3.0.10).
uy, = ud".

Réponse (3.0.11).
Uy = 2" 4+ 1 puis u, = 1.

Réponse (4.1.5).
(7‘(’) - V6 + /2
cos{ 5 )=

Réponse (4.1.6).
0

Réponse (4.1.7).
V2

5

1. cos(a) = —5

R
2. cos(b) = —3 sin(b) = -
3. cos(c) =0, sin(c) = —1.

4. cos(d) =0, sin(d) = 1.

Réponse (4.1.8).

V2 -6

sin(a) = 1
Réponse (4.1.9).
1



Réponse (4.1.10).
0

Réponse (4.1.11).
Ona f(z) =sin(z) si0 <z < 7, et f(x) =0 si
7 < x < 27. Tracer et prolonger par périodicité.

Réponse (4.1.12).
Ensemble des solutions :

{—g—f—%ﬂ

keZ}u{ng%ﬂ

kGZ}.
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Réponse (5.2.4).

(2—v2—V3) (2 —V2+V3) (z+V2—V3) (z4+V2+V3)

=2 — 1022 + 1.

Réponse (9.0.2).
qp _ qn+1

1—g¢q



